Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. by Stern, M.
1. Stern^ Theorie der KeitenürUc/ie.
i.
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung.
(Von dem Herrn Dr. S t e r n , zu GcJltingen.)
E r s t e s K a p i t e l .
ji. Allgemeine Eigenschaften der Kettenbrücke.
1.
liän K e t t e n b r u c h (continuirlicher, zusammenhängender, stetiger Bruch)
ist ein Bruch, dessen Nenner aus zwei Theilen, die durch + oder —
verbunden sind, besteht, von welchen wenigstens der eine wieder ein Bruch
ist. Bezeichnen daher die Buch&taben , b, c, d beliebige Ausdrücke, so ist
das allgemeine Schema eines Kettenbruchs. Zuweilen ist der Kettenbruch
noch mit einem Ausdrucke A durch + oder — verbunden. Mau nennt
alsdann auch den Ausdruck
2. ^±— c
rf
einen *) Kettenbruch, Iq der Regel ist d wieder ein ahnliches Aggregat
zweier Theile, von welchen wenigstens der eine ein Bruch ist, der Nenner
des letztern wieder ein splches u. s« w., bis ?u einer gewissen Grä'nze
oder bis in das Unendliche. Im ersten Falle ist der Kettenbruch ein end-
licher, im zweiten ein unendl icher . Keltenbriiche sind keine, ihrer Natur
nach abgesonderte Art von Gröfsen; im Gegentheil kann ein Kettenbruch
jede beliege Art von Gröfsen ausdrücken; nur ihre Form ist es, die sie zu
einem besonderen Gegenstände der Betrachtung macht. Die einzelnen
Brüche, aus welchen ein Kettenbruch zusammengesetzt ist> wie z. B. in (1.)
·£-, nenne ich Thpilbrüphe, ihre Zahler, wie a, Tbeilzühler, ihre
*) Fast in allen Schriften ist die Definition der KeUenbriiche unbestimmt gege-
ben« So z. B4 sagt Ey te lwe in (Grundlehren der höheren Analysis Th. 1. §. 247.):
ein Kettenbruch ist ein solcher, dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner
aber aus einer ganzen Zahl und einem Bruche u. s. w. besteht, "wahrend dort z. B.
Brüche vorkommen, deren Zähler Wurzelgrb'fsen sind, wie in §. 320. Einen Ähnlichen
Fehler findet inaa in liansler's „Lehie den Kettenbrüchen."
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2 i. S t er Theorie der Kettcnbrüche,
Nenner, wie Ä, T h ei Ine n n er. Ist der Kettenbruch von der Form (2.),
so nenne ich auch A einen Theihienner.
2.
Man kann freilich bei Betrachtung der Ketteubrüche, diese als
willkührlich gebildete Ausdrücke annehmen; aber wegen mancher fol-
genden Betrachtung ist es gut, sich ihre Entstehung auf folgende Weise
zu denken. Es seien A^ B, C\ D, E9 . ..., ar b, a', b', 0", &", ·»··
beUebige Ausdrücke, und A = B + b G', B = a1 C + b' D, C = a"
u* s. w·^ so ist
A .IC . b
_ — · ft \ _, , _ . 11^ · /> — i n _ „
_ 0 -f — « T . r
= a*
-
 a
D · D ^ DiE*
folglich -g = cH—-. jy
 u , und man würde den Kettenbrueh noch wei-
ter führen können, wenn man, auf ähnliche Weise wie im Vorhergehen-
den, D aus E und F u. s. w. ableitete. Da nun #, Ä, ', b'9 u. s. w. jede
Gröfse bezeichnen können, so darf man jeden Kettenbrueh, als aus einer
Reihe von Ausdrücken A^ B, C u.-s.w., die auf die bezeichnete Weise
zusammenhängen, entstanden, betrachten. Es ist daher sehr leicht, einen
gewöhnlichen Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist z.B. der
Bruch f| gegeben, so setze man 45 = 3.13 + 1.6, 13 = 2.6 + tl,
6 = 6.1 +0, also ^ = 3+-^-, J_, oder man setze 45 = 2.13+1.19,
45 113 = 1.19—1.6, 19=3.6 + 1. 6 = 6.1+0, 3180^ = 2+-;- l ,
H'Auf ähnliche Weise könnte mau noch andere Kettenbrüche erhalten, die
dem Bruche ff gleich wären. Man sieht hieraus zugleich, dafs mehrere
Kettenbrücbe dem Werthe nach gleich sein können, ohne identisch zu sein.
3*
Es soll nun zuerst die Theorie der endlichen Kettenbrüche ab-
gehandelt werden. Ein solcher hat, als abgeschlossener arithmetischer
Ausdruck, im Allgemeinen, immer einen bestimmt angebbaren Werth,
wiewohl dieser in einzelnen Fällen imaginair oder unendlich klein werden
Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated
Download Date | 5/28/15 11:08 AM
l, Stern, Theo?ie der Kettenbrücke. 3
kann *)· Dieser Werth kann durch ein recurrirendes Verfahren auf dqppel·*
tem Wege gefunden werden. Es sei der **) Kettenbruch
3.
 a+*L 6a
* um—
gegeben, tintl ff,
 ? ^ ,...,.. im Allgemeinen unter sich verschiedene
Gröfsen. Man verwandle zuerst den Theil a + — in einen gewöhnlichea
Bruch, und man erhält +— —° -— 1; für a& substituire man ^ -}~— *7
 cf j a
 t
r - * ·
 a / i *
um! man erhalt <H—- , ^= -^ ; letzteren Werth verwandle
*-* «i + ~
mau in einen gewöhnlichen Bruch und substituire In diesem für ßa dea
Ausdruck a2 -}- — 9 und verfahre itiit dem Resultate wie früher. "Setzt man
«s
diese Operation fort, so erhalt man zuletzt den Werth des ganzen gege-
benen Kettenbruchs. Denselben Werth kann man aber auch finden, weim
man den Kettenbruch von unten herauf in einen gewöhnlichen verwandelt.
Man hat zuerst am^ + ^  = °m^am ~^m; man substituire diesen Werth
am an
statt -am^l in dem Bruche #m^H -- -, und man erhalt -öw^4- -^ , bm ==Om-i Om— 1-1 --
/
™"~ ; letzteren Ausdruck verwandle man wieder in einen,
"T" t*
am
gewohnlichen Bruch, und substituire den -erhaltenen Werth statt öm_2 in
dem Bruche ^m^-^-^^j und verwandle das Resultat wieder in einen se-
Qrjl Ö
wohnlichen Bruch. Fährt man auf diese Weise fort, so mufs man, wie
*) Wie z. Bi. in den Brüchen '"iCzii j^ ( — , ^c_.
c
**) Wiewohl früher gesagt wurde, ;dafs die einzelnen Theilbruche darch -f- oder
— verbunden sein könnes, 8ö drückt -doch der Kett^nbrucji (3.) jed§n beliebigeh Ket-
tenbruch aus, denn halle raao z. B. . , so wäre dies ==a4-t^-— f
«x+etc. ' a, +etc.,
man mufs daher immer nor die Ausdrücke , *£ u. . w^.init flrreö Zeichen nehmen.
l*
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leicht einzusehen ist, den Werth des ganzen Kettenbruchs erhalten. Den
Kettenbruch (3.) bezeichne ich durch F(a, 0m), und den ihm gleichen
gewöhnlichen Bruch nenne ich den reducir ten*) Kettenbruch F(a9 om).
Den Zähler dieses letzteren bezeichne ich durch a, am. Überhaupt soll auf
ähnliche Weise Ffa, am) einen Kettenbruch bedeuten, dessen erster Theil-
nenner =a^ dessen letzter =em ist, und **) ß/, am ist der Zähler des
reducirten Kettenbruchs F(ai, am). Der Nenner des reducirten Ketten-
bruchs F(a, öm) ist alsdann = at , am. Denn es ist F(a9 om)=a + —— —-;
nun ist al9 am der Zähler des reducirten Kettenbruchs F(al9am^ nennt
man daher seinen Nenner p, so ist F(ar am) = a-] *— = a ' q y " qm+ i?ijj;^
** I 9 arn a i > am
P
also ^(0, O — ^ -^-* Ganz auf dieselbe Weise könnte man zeige«, dafs
überhaupt F(0z,cm)= ai'°m ist, d. h», wenn man die Kettenbruche
^ 4^"* > &1
F(ö, ßm), F(a^ örm), F(a2, am) u. s. w· in gewöhnliche Brüche verwandelt,
so wird in diesen, der Nenner eines in der Reihe vorhergehenden der
Zähler des folgenden sein. Da nun F(at, am) = iüJ^ ist, so wird
az °m
a, am—a.ol, am+ bL.a„ am.
a 5
Eben so kann man zeigen, dais überhaupt
Hierdurch ist eine Recursionsformel gefunden, die der zweiten oben gege-
benen rekurrirenden Reductionsmethode entspricht. Kennt man nemlich
den reducirten Bruch F(ur^0 Oj also dessen Zähler aT+l9am und Nenner
flri+a, crro, so kennt man zugleich den Nenner des reducirten Bruchs F(ai9 cm),
und findet den Zähler durch die Formel (-^ .).
4.
Es ist wichtig, den Werth des Kettenbruchs F(a, am) auch auf iade-
pendentem Wege finden zu können, d. h. unmittelbar aus den Theilzahlern
*) Es wird hierbei immer vorausgesetzt, dais wahrend und nach der Reduction
keine etwa mögliehe Zuriickfiihrung der Brüche auf kleinere Benennung yorgenom-
2 SO 25
men wird» Wäre Ä, B» F(a, ew) = 4+ f^i A as 35 s=s 18f *° wäre a§ am nicllt == ^ 5'
sondern == 50.
M) Man bemerke, dafs om, am = am ist» Hat der Kettenbruch nur zwei Theil·*
nenner, und a, , so ist a, am = », a,; aj, am =«j ·
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und Theitnennern des Kettenbruchs den Zähler und Nenner des ihm
gleichen gewöhnlichen Bruches abzuleiten. Hierzu führen folgende Be-
trachtungen. Man bilde zuerst die Zähler der Brüehe F(am, om), F(am^, orm) j
diese sind bezüglich am und r/^, am. Man setze jedem Gliede des Aus-*
drucks 0m^, am den Theilnenner flrm^, und am den Theilzähler bm^ vor,
und addire die Producte, so hat man örm^2, 0m (nach Formel A.). Setzt
man jedem Gliede von 0,^_2, am den Theilnenner r/m„3, jedem Gliede von
den Theilzähler om_a vor, so erhält man my und wenn
man auf diese Weise fortfährt, erhält man den Zähler des Bruches F(a, am)
und zugleich den Nenner^ da man zugleich den Zähler des Bruches F(a^^, #m)
bildet. Ist z. B. Zähler und Nenner des Ketteabruchs F(a, #4) zu finden,
so hat man
a„
also
*l, «A
aa ,
Man kann den Werth er, aw auch auf eine andere Weise finden*
Es ist ßm_0 ßm = #m-iöm4i" ^m» Hier erhält man das zweite Glied, indem
man im ersten für am~\am den Werth bm substituirt und dieses Resultat
zum ersten Gliede addirt· Eben so ist
Man denke sich nun das Produet cr/+l . a^ ·...«„,, setze m demselben?
^ ^=^ bm und addire das entstehende Product zu dem vorigen , man
substituire im-.! statt am^am^ und addire das entstehende Produet zu den
vorigen. Auf dieselbe Weise fahre man fort, indem man überhaupt, wo es
angeht, in den schon vorhandenen Gliedern Äm_r+l statt cim_ram_r^ setzt,
und die erhaltenen Producte zu den früheren addirt, für r allmählig alle
Werthe von l bis m setzend* Die Summe der enstehenden Producte,
das erste c^ l f t i t0m mitgerechnet, sei #M-t*t *·#,»· Dieselben Substitutio
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eenmauheman in dem Producte 0j...*0^, mit dem Unterschiede, dafs man
noch io allen, auf diese Weise erhaltenen Producten, wo es angeht, den
Werth bi+t statt 0j, a^ setzt, und die so entstehenden Producte zu den
schon vorhandenen addirt. Die Summe aller dieser Producte bezeichne man
durch ö^, . . .öfm , es ist also 0z»«*.»0m==0j*074.i«.- .0m + Aj4.l.0£4_2..**0m·
Nun ist aber auch ^ , 0m == ty. C/+, , #m + bl+l . 0 +2 , am , und da a
r7fl~ =.<V*, örw> so mufs überhaupt 0z....0m = ah am
sein. Um also z. B. den Werth von 0, 04 ^u .finden, schreibe man zuerst das
Product a . 0^03 04 ; man setze £4 statt ^ 3 flr4 , so hat man a^ a2 az a^ + a al e^ b^
dapn setze man
 3 statt ör2ß35 und man hat aa1a2a^a4-{-aala2b^^aa1h3a49
dann 62 statt öi#2; dies giebt aalM2a^a^aalo2b^-{'aa1b3a^'^ab2a3a^^
a b2 64 , endlich ÄT statt o ^ r, und man erhält cc1uf2%ß4 + «ß l^ f lÄ44-öför lÄ3fl '4
4- a b* az ö4 + a b* b4 + b, a* az a4 + o, 02 a^&i 63 ö4 = a, a± . Diese Methode läJDst
noch eine Abkürzung zu. Statt nemiich in den Gliedern, welche z. B. aus
der Substitution bm = «w_1 0m entstehen, für am_3 örm_2 den Werth bm_+ zu
setzen, kann man unmittelbar in dem ersten Gliede ,.... am9 ^tatt
am,_.stfm-2#m-iöm den Werth bm^um substituiren, und so in allen ähnlichen
Fällen. Man kann also diese Methode auf folgende Weise bezeichnen,
Will man den Werth von 0, #m .finden, so wird sein erstes Glied #,f/,.M.#m
sein; man setze = b^ a^ = b^....am^^m = b,n imd substituire diese
Werthe allmählig in 00^... 0m. Dadurch erhält man einen Theil des Re^»
sultats. Man mache aus den Elementen bl* b2 .... ow alle Conibinationen
der zweiten Clas^e ohne Wiederholung mit Weglassung aller Glieder, in
welchen zwei auf einander folgende Elemente vorkommen, und unter
derselben Einschränkung alle Combinationen ohne Wiederholung zur drit-
ten, vierten u. s. we Classe, und substituire die erhaltenen Formen statt
def gleichgeltenden Producte in 00 lV,..a,y). Ist m eine ungrade Zahl, so
777-4- t i fn
mu£s man alle Combinationsclassen -bis zur — ~— , wenn m eine gerade
^ten
Zahl istj bis zur — bilden ; im erstep Falle hat die letzte Classe nur
ein Glied 6, b? . . . . bm , im ^weiten ,zwei , ; ^. .. . bm^ und Z>2 . £4 . . . . £m
Sucht man z.B. den Werth von 0f a f, {iso ist das erste Glied «^0303a4,
und man erhalt darays die übrigen, indem man setzt, Ö#A 5= ^ j 0^^ = Ä t;
a203 = 63, a^ — b^aa^a^^b.b^ a a a ^ ^ b ^ a.a^a^^b^b
und diese Werthe allmählig in
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Wollte mair den Werth des Bruches -F(ff„t,ö)r d^ K, des
«r»
J -- — finden, so- ergiebt sich aus dem Obigen, dafs man den
fl/rt— i l ^*C*
Zähler 0m, # finden wird, indem man als erstes Glied am.„.. a setzt, dann
dm ffm-i = 6*t 9 ff m-* *m-« = *m~i «· s· W. setzt, und mit den Elementen o w . . .
t·· &if wie oben angegeben wurde, verfährt. Hieraus sieht man, dafs die so
entstehenden Glieder völlig denen des Werthes 0, am gleich sind, und nur
in andferer Ordnung erscheinen; man hat daher*) (B.) a,am — am> 0 , ...
5.
Die Formel . zeigt, dafs die Anzahl der Glieder, die den Zähler
#, OK ausmachen, so grofs sein mufs, als die Anzahl der Glieder, die al , am
ausmache», und der, die 02, am ausmachen, zusammengenommen. Denkt
man sich die Zahlen, welche die Anzahl der in amj am^, am; ffm^9 am;
*... a, a
 m enthaltenen Glieder angeben, in einer Reihe verbunden, so ist
diese eine recurrireude, in der jedes Glied die Summe der zwei vorherge-
henden ist; die Zahl der in am, #m_ l ? ctm enthaltenen Glieder ist bezüglich
l und 2, also die Reihe l, 2, 1+2, 3 + 2, 5 + 3 ---- Diese Reihe ist
als einzelner Fall in der Reihe r/, bx> (ö + Ä)^?2, (^ + 2Ä)o;3, (2 + 3 6) o?*
enthalten, wenn man in letzter a = .r=l, b = 2 setzt; und letztere ergiebt
sich, wenn alle Glieder mit + verbunden sind, aus dem Quotienten
Will mau als° di« Anzahl 'der in a, am enthaltenen Gliederl -· OC ···— — OC
finden,. so braucht man nur das m te Glied der aus diesem Quotienten ent-
springenden Reihe zu suchen, indem man das Anfangsglied a nicht mit-
zählt, und dann = # =15 Ä = :> zu setzen. Dieses Glied ist ==**)
x
mlpmC.a-}~pm~*C.(b· — «)], wenn man unter p, ™C, p™~lC alle Combi-
nationeii aus den Elementen l, 2 zur Summe m mit vorgesetzter Permu-
tatlonszabl versteht^ und also die Summe der Glieder von ^ 0m=^m6T+
m
"~
lC. Nun wird
*} Es sei em Kellenbrutb~-~ gegeben; man solf : einen anderen finden , in
dem die Theilzäbler und Theilnenner in umgekehrter Ordo u Dg erscheinen* der zweite
Kettenbruch ist also ·== ·
.TITT, so ist a> ,aw = 2101
**) 'ittaa v^rgl, Thlbaut'is
i , «,
 tss 2 9 u n d - · s 7 r -
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JM— 3. m — 2 ι m — 5.£»-—4.?η — 3 » m — 7.m — 6.m^-5.m — 4 .
etc.
Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bemerkt, dafs
WI — «+1... .τ«Γ72....Γ+1
/n — H. . .  — « r , m— n+l....m— ft+r __ im— n
' ΟΤλ.Γ ~ ~ \ Τ ϊ
1 « ^ ^ · · ^ 7 * ""p* l
Λ , ι m — 2. m — l , m — 4. m — 3. m — 2 .
von a , a^ = l + τπ ^  -- j-^ --- [ -- OTs- f
Man kann diese Suipme auch finden, ohne auf die Theorie der re-
currirenden Reihen einzugehen, und zwar unmittelbar aus dem independen-
ten Verfahren, durch welches fr her der Werth yoa a, am gefunden wurde,
Den Ausdruck a<altt... am giebt ein Glied der Summe, dann hat man so
viel Glieder als fheilz hler vorhanden sind, hier m Glieder, ferner so viel
Glieder als aus m Elementen Combinationen zur zweiten Classe ohne Wie*
derholung gebildet werden k nnen. Ohne Einschr nkung w re deren An-
zahl ^ ' .m ^  ; da aber in den Combinationen, die mit
 X anfangen, nicht ie,TL · <£
in denen, die mit b2 anfangen, nicht 3 u. s. w. vorkommen kann, so wird
die Zahl der entstehenden Combinationen dieselbe sein, als wenn nur aus
m — \ Elementen alle Combinationen zur zweiten Classe gebildet w rden,
a|so .m /Γ*1 · Auf dieselbe Weise findet man, dafs, unter der erw hn«
ten Einschr nkung, die Anzahl der Combinationen zur dritten Classe aus
m Elementen? dieselben ist wie die Summe aller Combinationep zur drit-
ten Classe aus m — 2 Elementen, da in den Gliedern, die mit b% anfangen,
nicht bz und £3, 3 und 34 etc., in denen, die mit b^ anfangen, nicht o3 und
έ4, έ4 und fr6 etc. zusammen vorkommen d rfen, also = ™~^ ' J m~ 3' m"~ .
F hrt man auf diese Weise fort, so sieht man, dafs mit der erw hnten
Einschr nkung so viel Glieder in der rten Combinationsclas$e aus m Ele-
menten enthalten sind, als phne dieselben in derselben Classe aus τη — r+1
Elementen, und man findet dann die entstehende Summe mit der oben
fiesebenen bereinstimmend, sieht aber iigleich, wie die einzelnen Gliederβ o * o ^
derselben entstehen. Hieraus ergiebt sich zugleich eiq Mittel, eine andere
Aufgabe mit Leichtigkeit zu l sen, n mlich ^renn der Kettenbruch F(a, am)
gegeben ist« und alle Theilnenner identisch, also =a sind« eben so alleO O * ' * '
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Tbeilzühler = L·, , deu Werfh des Bruches aus den drei Gröfsen a, bl , m
zu finden. Hier ist a .... am = o7""*"1, a . vl . . . . #m._ft = c . a, . . .. . am^ . am etc.
= ßw<~1 etc. Man kann also alle -Glieder, in welchen die Theilzahier zu
Combinationeu derselben Classe gehören, zusammenfassen und erhält
*, am = *"+> + iw.Ä i .-a«-1 + m"\^-^.a^ etc.
eben so
e„ «„==*, «m_t = «- + !» — t. *..«—+ =i^p^ A;. »-· etc.
Da die Ausdrücke #mj; a„M, f/m; .... a, aw in diesem Falle eine recurri-
rende Reihe bilden, indem jnan jedes Glied / , am aus den zwei vorherge-
henden durch die Formel al9 ffro «=0.07+0 am + ^i · %-2 ? #m findet, 80
könnte man auch den Werth vcm er, am finden^ wenn man das mte Glied
nach dem Anfangsgiiede der aus dem Quotienten r—^ — —~ — j entsprin-
genden Reihe entwickelte und oc ss= l setzte, w^s ich jedodi hier nicht wei-
ter ausführen wilL Einen anderen Ausdruck fiir a, ,am findet man aber
auf folgende Weise. Man bilde aus <Ien Gliedern 1; r/m; #m-i> 07 ···.-·
eine Reihe, deren erste Glieder im vorliegonden Falle l, #, cP-^-b seia
werden, und vermöge ides Gesetzes wie sich jedes Glied aus den zwei vor-
hergehenden bildet, weiülen die Glieder dieser Reih« den «uccessivea
•Gliedern der ans Jem Quotienten z— - — , — j entspriügeeden gleich sein,
wenn man ,ri= l setzt, und zwar ird jjas m 4- Ite nach dem Anfangs-
gliede den Werih von a, vtm geben. Nun ist
. [
/ — .V^(a2+^)\2" :/ *~ \ JT — r
yjf
Da nun das mte Glied der aus dem Quotienten m*_B entspringenden
^Reihe ABm xm ist, so ,fet *) das wie Glied der aus ^- — ~ entsprin-
JL *"~~" Q QC J L £? Ä?
genden Reihe, wenn man.a7 = l setzt:
a
*) Man yergl. Eu l e r Introd· in anal, infinit. €ap. 13»
Crelte's Journal d. M. Bd. X. Hft. 4.
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und das m + lte Glied, d. h·
und
E(a, O =^ _ ^_
 L_ § , V 4„ r _
-^  » ,< · ι ^ ι > 7?t — -2 . 771 l .Setzt man a = b = l, so wird 0
 r am = l + m -j j-^ etc.
Summe dr ckt aher auch die^ Zahl der in a, ain enthaltenen Glieder aus,
/(+·νΤ5γ"+2 /|—ΤΓ5γ»+3
V 2~~/ \ 4 /folglich ist diese =
*) F r den Fall, wenn bx = l ist, hat schou Herr C l a u s e 11 die entsprechende
Formel gegeben, Journ. f r die reine und angew. flialh. Bd. 3. S. 88. uad fr her Dan.
B e r u o u l l i in deo Nov. com. ac, petr. T. 20. in einei Abhandlung de fracti cont. pag. 10.
**) Di« Vergleicliung der zwei gleichen Ausdr cke
f hrt zu mehreren merkw rdigen, auch sonst bekannten, und auf andere Weise bewie-
senen Suiumatione» von Reihen ,. die aus Binomialcoefiicienleo bestehen. Man setze
ν^·(|α*^|-^) ssra:, und nenne den rten Binom ialcoefficienten der m-|-2ten Potenz^
so findet man durch die gew hnlichen Regeln des Potenziirens
~
— 3
Nun ist a?* ss f« a
statt a?^ a?4 etr. in die Reihe (a), so ist
τη-^-2
etc
· SuHstituirt man diese Werthe
•S5
m+-2
m-f-3
4-
( \ rf)
+
Man fi det leicht bei einiger Aufmerksamkeit, dafs das- rte Glied der Reihe («'),
^(*7~™ίΒ*+·Ιϊ&.*1^&+*®^^^ Das r Je Glied der
Reihe am"*"l + m . & am~l ..*. ist ^^ *a ft1^·*, hieraus folgt
m-4-3 ΤΗ-Γ+·
Durch hnlich Betrachtungen findet man andere hnliche Reihen, die ich jedoch an
dieser Stelle nicht weiter verfolgen will.
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6.
Setzt man nach der früher angenommenen Bezeichnung, den Bruch
tfm + -^— . ~.<F (<*. ,«-><*)> den Zähler des reducirten Bruches F(r/m>o) =Offfi — "" "··"
±*l
f i m , g, den Kenner = «^. a, und allgemein den Bruch #m-| -- — t =Ö
™—1 "p
i *'
+
^F'(e,n* ^/-i)? dessen Zähler ßm, /^ und Kenner #m, aiy so findet man
(nach Form. A.\ am., a 2= am . a^ , a + Äm . omt^ , ÖT. Nun ist am , a = , ör.m ;
«m-i,e = «,«m-i; öm-«>«=«^m-e> folglich Ä, «m = flTm . Ä, «„^+ ^ m · «, &„_, ,
und auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs überhaupt
Hierdurch ist eine Recursionsform^l gegeben, die dem ersten in (l«).gege-
benen recurrirenden Erfahren entspricht. Kennt man nemlich den re-
dueirteo Bruch i / f(^/,^w-2) ««d J^(o^ am^y also deren Zahler «7,öm^a;
alY am^9 so zeigt die Eotroel (C), wie man ams diesen den Zähler des Bru-
ches al9 am
;Es ist F(&9**mfru ^^^ -— 9 folglich (nach Forin. CV)
/
t
nun ist F(am9 am^ g= < 7 n > m+n , aiibsiituirt man diesen Werth, so findet
man nach gehqrigqr Reduction:
und überliaupt, wenn / <Zjn — \ ist:
/ / · fifl Ö «,.J_»· t ·- · 07 * ft w, CL ,·, m ß mt_l_x " l l) *+·, · ( l * Cl *, G 4 m (I i »
^~*
 m
 * 7 WZ*}*TI * / Wl"··!·*·* in y mry·/» l ^^  f/t w t 7 7fl~"tt * ? · l 7 *^ *7 *
Diese Formeln zeigen, wie man den reducirten Kettenbruch F(a9 am+n}
linden kann, wenn die reducirten Kettenbrudhe F(am, am^.„) = m* ?i
gegeben »hid.
2*
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Aus 0> ctmtssa'*al9 «m-fA·^, amund aiy am=^a.a^ 0m-i+^·«*
folgt aram*a^ am^ — a1(, am^a, am^= — ^ .(o, 9Mm.a2, a^ — a2, am.al9
auf dieselbe Weise findet man
ß i > ß m « t f a > «/ -* - #2> »· > - = - ^ 2(^25 *»· 3> #m-i
fährt man so fort, so findet man, dafs überhaupt
ist, wo das obere oder uutere Zeichen genommen werden mufs, je nach-
dem die Anzahl der Theilziihler ungrade oder gerade ist, weil
am-i 9 n<m + bm — am_l . nm =: + bm
ist, dieses aber der letzte in den Klammern enthaltene Ausdruck sein
wird, da dieser im Allgemeinen der Zähler des Ausdrucks
ist, der letzte also am_15am — ctm^.am seih wird.
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs überhaupt
^
 al 9 am · al+i 9 am-i - al+\ > am · al ) «m_1.= ± Ä7+1 . , . . bm ist.
Hat man abo zwei Brüche F(ai9 am), F(al9am^ und zieht diese von ein-
ander ab, so fst der Zahler des Resultats dem Produete aller im Bruche
F(a/,, am) enthaltenen Theilzähler, ohne Rücksicht auf das Zeichen, gleich.
Hieraus folgt zugleich , dafs Zähler und Nenner eines reducirten Ketten-
bruchs keinen gröfseren gemeinschaftlichen Factor haben können, als das
Product der in dem Bruche enthaltenen Theilzahter, denn hätten z. B.
a, am und aiyam einen solchen, so wäre das erste Glied der Gleichung
«> «m»^o am-i — 0i > , · , am^.=i b, . ^..bm durch diesen theilbar und das
zweite nicht, was unmöglich ist *).>
ft.
Aus der Formel (D.) folgt auf dieselbe Weise :
i 9 «
km (am+* 9 #m-fn) X (a9 am~* · ai.9 am~n - a9 <**-**· ai 9 a'm-t
nun ist (nach Form». E.)
a,
folglich
[F(a, ah+m)—F(a, a^] X (^ , «
a a
*) Sind die Theilzähler ein^e Brucl^e^ alle =±1, so.hatalse Zähler und Nen-
«er de» reducirten Bruches gar keinen gemeinschaftlichen Fäctar, oder Zähler und
Nenner sind alsdann Primzahlen zu einander.
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uml allgemein, wenn l<^m — l ist,
F. ai 9 <*m+n . /+ , am_. t — cti+v , am+n , 2 , a,^  = HF
Es sei /?<m-f->2 und >w, so giebt die Formel (D.)
ay ap = a^ «,„__, . am , ap-\~bm.a, am__2 . am+r , 0p ;
verbindet man diese Formel mit der Formel {#.)> so findet man
«> am+*-am> ^P — «, a^,am, a/n+7t =
Äm . a, ajn_2 (am+l , am+n . am , a^ — a/n+1 , ap . am , a;»+»V
oder (nach Form, F.)
&. = +
 ; ./ , nm_2 . (Äm+l .. ... . b^ *)i-
10.
Es wurde im Vorhergehenden immer vorausgesetzt, dafs wahrend
und nach der Verwandlung des Ketteinbruchs in einen gewöhnlichen Bruch,
kein gemeinschaftlicher Factor des Zählers und Nenners der erhaltenen
Brüche ausgelassen worden sei (§.3.); es fragt sich nun, unter wefchen
Umstanden ein solcher Factor möglich ist.
Die Formel (A.) giebt: ar' Ojn = af + ^  ·**·*'' flm ; haben also Zlffi-v
 '
 ö
 a?^!,, a jn l az+l, ajn
ler und Nenner des reducirten Bruches F(aj^l9nm^9 und 6?+l und der
Zahler dieses Bruches keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben aucli
Zähler und Nenner des reducirten Bruches F(ai9 afn) keiuen solchen* Der
reducirte Kettenbruch F(a, am) wird also immer auf seine kleinste Benen-
nung gebracht sein, wenn alle Theilzähler =±1 sind, da Zahler undf
Nenner des Bruches F(am^ , am) , die bezüglich ^^^ ,,, + l und am sind,
keinen gemeinschaftlichen Factor haben (vergl. §. 8. Anmerk.). Habe»
Zähler und Nenner des Bruches F(ai9a^) d.h. ct\ . «^ , am -f- -i/+1 . a^2 , am
und a^.j , am, keinen gemeinschafttichen Factor^ so haben auch a/+1 am und
ai+2> am d.h. Zähler und Nenner des Kettenbruchs F(a/^,am) keinen
solchen , also überhaupt auch nicht Ziihler und Nenner des Bruches
F(a^r9arn). l»t dagegen der redueirte Kettenbruch F(n^9a'm) nicht auf
seine kleinste Benennung gebracht, so wird dies auch bei dem Ketten-
bruclie F(at 9 am) der Fall sein, und überhaupt werden alsdann Zähler tmd
Nenner des Kettenbruehs F(a9 ctjn) denselben gememsehaftliclie»' Factor
*) Die Formeln (F.) und (G.) eatfiallen als einzelne Fälle alle Formeln, die
E öl r (Nov. comm* petr. T» IX. pag. 53. se^.) uod K r a m p (Etem* tfAr&hm. univ.
L 8.) gegeben haben. Aus (B.) und. (&) folgen aucb die Formeln,, die G*aufs (Disy,
pagu 17. ^of.) gegeben hut;
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enthalte«, wie F(al9a£9 Haben die Gröfsen Äm^ t, am+l9bm+^ einen ge-
meinschaftlichen Factor, so werden auch Zähler und Nenner des Bruches
F(a, «,„.fn) einen solchen und «zwar denselben haben, denn es sei bm+iH = Ap>
am2 > &mn = «S « « 3 9 amn *=·* so ist
Ff a al
_
^ ' sit
da also Zähler und Nenner des Bruches F(amjßm^ den gemeinschaftliehen
Factor A haben, so müssen auch, wie eben gezeigt wwde, Zähler und Nen-
ner des reducirten Kettenbniches F(a, am+n) denselben gemeinschaftlichen
Factor haben. Hieraus folgt, dafs man in jedem Kettenbriiche, seines Wer-
th^s unbeschadet, die drei auf einander folgenden Cröfsen /, / , /+1 mit
einer beliebigen Gröfse multipliciren oder dividiren kann.
Sind «W4-i> bmj am ungrade fahlen, b^^ eine gerade Zahl, so hat
der reclucirte Bruch (a, am) pi Zjihlei* und Nenner den Factor 2« Denn
eS ist rtm_a , am = , _2 , (<*m-i · am + -^) 4" am · k m- ? ^m~i > «m = /«-l · a»» 4" ^ m. 5
also haben Zähler und Nenner des Bruches iT(#m_2, cr^), folglich auch die
des Bruches a, am den gemefesehaft liehen Factor 2,
Ist £w = /*.aw_ l ? , ^ ' - — r? s° haben Zähler und Nenner des
reducirten Bruches F(am^y am} und daher auch Zahler und Nenner des
reducirten Bruches F(a, am) den gemeinschaftlichen Factor bm^ . Denn es ist
i. (&m—i — r)
-,—r
Von deu KeUenbrücheii, deren Thellzahler und Tbeiinenper alle gan,ze positive
fahlen sind.
11,
Untep den besonderen Fällen, welche die oben gegebene Theorie
umfafst, ist besonders der wichtig, wenn alle Tbeilzähler und Theilnenner
ganze positive Zahlen, und die einzelnen Theilbrüche .mit dem + Zei-
chen verbunden sind, da später gezeigt werden soll,, dafs sich auf solche
Brüche alle ändern zurückfuhren lassen, deren Theilzähler oder Thellnen-
ner alle oder theilweise gebrochene rationale Zahlen, und deren Theilbrüche
alle oder theilweise mit dem — Zeichen verbunden sind. Die Formel (X)
zeigt, dafs bei solchen Brüchen, Zähler und Nenner eines jedes folgenden
reducirten Bruches in der Reihe F(a, am), F(alf am), F(afl, am) .. . . klei-
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ner werden j als die der vorhergehenden, dafs berhaupt '#/+,» «Μ<^α/> am
ist; eben so folgt aus Formel (£?.), dafs a, am^>a^ am^ ist. Hiernach ihr*
det man durch Formel ('''.), dafe die Br che
F(a, a) = |, F(o, a,), F(& a2).*..
sich dem Werthe des Bruches F(a, am+ft) immer mehr nahern, ιιικί ab-
wechselnd kleiner oder gr fser als derselbe werden. Denn nimmt man
zwei in der Reihe auf einander folgende Br che F(a, «?), 1 ·*(«, fl/.^), so
hat man
1 Ff n n \ i? (n n\ — · J-
. * (a, am+rt; — ^ (a, rzr) = +
Ff n n ^ - 7/Ύ/Υ rr ^ _ r* (a, «mW — ^  C^> «/+J — ±
a | , a
 mif M . i ,
> <*m+n.l>j ....
"
Da ηυη π^3να/«Η-Λ<Γ«Ζ4-2^ «/»+«-> «ι? ^<X> «/+i ist> so ist ohne R cksicht
awf das Zeichen (2.) < (1.), also F (n, r//+1) dem Werthe von F(a, am+n)
n her als F(a>af)y und da (1.) und (2.) entgegengesetzte Zeichen haben,
so- ist F(a, c*i+i)^F(a9 am+„), je nachdem F(a, ai)^F(a, am+n) ist. Man
nennt deswegen die Br che F(a,a), F(a,a^ etc. Na h er u n g s br che
von F(a, «m+*)« Nennt man F(a, a) = α den ersten N herungebruch, ·
F(a,a^ den zweiten, etc., so kann man sagen: alle Niihefungsbr che, de-
ren Stelle gerade ist, sind grofser, alle, deren Stelle ungrade ist, kleiner
als der ganze Kettenbruch.
Es ist leicht, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen
oder der Fehler, den man begeht, wenn man F(ay aj) statt F(a,
nimmt, enthalten ist. Aus Formel (D.) folgt:
da nun α/+β, «η,+τι>α^3> «/«+« ist, so isrt
— -~
±!L<ai, α^ + Α^.α,, α? und >^
u/^2, Om^.?i
also
uud<
~-J. J ~« - — i 7 —· I
Eine andere Gr nzenbestiinmung giebt folgende Betrachtung* Man setze
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· ' · · · · ' ·== + ?, also F(a,.am+n-)-Fta, a;)«±y, so -wird, da
n»a?> °l
F(a, aj) weniger von F(a, am+n} verschieden ist als F(a,
sein, wo t eine positive Gr fse bedeutet, also
F(a9 αϊ) — F(a, a^) = + (2 y + />
Gilt das obere Zeichen, so ist daher
7
 ^ 2
gih dagegen das untere, so hat man 2 y -f- i = F(a, r//^) — F(«, «/) oder
9 <[ "^&1 "" z — -(nach Formel Εή. F(a, r^ ,
 t) n hert sich %\ay am+n)7
 Ζ · α ζ , o / . O g , er/-«!
mehr als F(a, aj) und F(a, a^x), man kann also
^(«, «m+«) — F(a, a/+I) = T (7 — d)
setzen^ wo d positiv und ^>t sein mufs, also ist
also
-^«,«,)] oder 7 > ±
2 925Es sei 3· B. de,r Kettenbruch l +-^ , 3 . == -^ gegeben. Die
*+J+J*. * OJ/
Naherungsibr che sind YJ "3"? j^
|±^ = 1,549413735344 = 1,551724137931,
also der Unterschied dieser beiden Br che 0,00231040287. Man setze ihn
= 9; hier ist al9 a^jSslS; &19 α^==87; αι? αζ+1 = 597; α^Λ = 6; also
nach der ersten Gr nzenbestimmung y<C J7 \«ν Ο("ΘΓ <C 0,0023 10402 58767o / «
(also bis auf die zuletzt entwickelte Stelle dem wahren Werthe gleich),
120
- >0,°002...,
Nach der zweiten Gr nzenbestimmung ist
04
Es kann keinen Bruch — geben, der naher oder eben so nahe zu,n & > . . , . . , ·
F(a,a„) w re als irgend ein N herung^bruch F(a, a^, wenn / 2 < ^ /
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ist. Ist F(a,ad gr fser oder kleiner wie F(a, am\ so istF(a, 0Z+I) kiemer
oder gr fser als derselbe Bruch, und ihm zugleich naher, — muls also
entweder zwischen F(e, 0/) und F(a9 a^) fallen, und, der Voraussetzung
gem fs> letzterem n her als ersterem sein, oder — mufs kleiner oder gr -
fser als F(a9a^ sein, je nachdem Γ(α,αΐ) gr fser oder kleiner als
F(a, /^.,) ist. In jedem Falle wird der Unterschied zwischen — und
F(a, #/+<) weniger betragen m ssen, als der Unterschied zwischen F(a, a^}
und F(a, af) (ohne R cksicht auf das Vorzeichen). Dies ist aber unm g-
lich* Denn es ist
< > > % 1
 *
n. a,
Nun ist n<^j~^~·^ m*al9 a^ — /I. , /^^l (ohne R cksicht auf das
Vorzeichen), also noth wendig
Hieraus folgt zugleich , dafs zwischen zwei N herungsbriiche F(a9 aj) und
kein Bruch — fallen kenn, dessen Nenner <? ^i > 07+1
 wyrex 7
 ^
 7
., . a, ai.n — aI9aim ^ & τ · · · · & 7 - 4 - ι -, ^ lweil sonst -^-ί  f > <C — L- — — oder << --- seinαΙ9αι.η αχ >«/+!, , α, , α; '^ « ι , «Ζ^ι
mufete, was unm glich ist* " ^••— ^ i
13.
Es wurde fr her gezeigt , d^fs a , am . α± y am^ — al9am.a9 am^ ==
±i l.6d....6m ist. Man darf aber nicht umgekehrt behaupten, dafs, wenn
rn,al9 am^ — n , a, am_t = + b * . . . bm ist , auch noth wendig — = — L^ sei.ΓΙ ^i > &m
Denn man setze
m = (a
 m + r) . σ, *„,_, + Am . a, irm.t > n = (am ± r) a, , <*,„_, + 6m . αλ , cm^ ,
wo r eine beliebige Zahl bedeuten mag; m und n sind also bez glich
nicht s» α, am und σλ , am ; aber dennoch ist
rn . al , awl_, — n . a, am_t = bm (a, am^ . a± , am^ — a± , am^ . «r, ^ .4) = + b, . , . bm.
-•Λ » l m ^ * — · ι m— i "" m · T? w~« · t · · 1 _ ιPer Bruch — = ^  - r^ — 2- ^ -r-r — - wird unmer zwischen dea
n ^am — r;. a, ,
Crelle's Journal d. M. Bd. X. H . 1. 3
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Jküch^n F(a, 0»,^ ), F(a, am) enthalten, und daher selbst ein Näherungs·*
bmch sein, wenn r eine positive Zahl und O m ist. Es sei F(a,
gröfser, also F(a9am^ kleiner als F(a,am), so ist
m
 7,/ N _ (qm - **)[<*? Om-t·«! > Qm-8 —(«, aw_a; —
Der Zahler dieses letzten Bruches ist eine negative Gröfse, da /''( , ow_,)
,<F(c, om_a) ist, daher ^<^ (a, **_,). Ferner ist ~F(a, O =
am
n. a, , am n. di , am
Der Zähler dieses Bruches ist positiv, da F(a, #m)>F(a, «,«-.,) ist, und
daher — >F(0, O· Wäre F(a, am_J kleiner^ also F(Ö, ew ..J, so würde
man eben so beweisen, dafs —>F(a9 am_a) und <F(a, am) ist. Zwischen
jede zwei Näherungsbruche F(f7, ßm) un.dF(ö,.am_ft), sind also ß — l Brüche
entbalteu, die skh gleichfalls dem wahren Bruche Hähern, und man er-
balt sie
 9 indem in dem oben gegebenen Werthe von — für r allmälig
alte Zahlen von l bis am — l suhstituirt werden. Man nennt diese Brüche
eingeschaltete.
Zieht man zwei auf einander folgende eingeschaltete Brüche von
einander ab, z, B·
(am — r a , « m - i m · , m~2 l
(am — r)ax , am-l-^bm.al , am_2 (am —
so ist der Zähler des Unterschieds, vorausgesetzt, dafs man den kleineren
vom gröfsereu abzieht , = bm (a, am^ . , am„2 — ay am^ . , am ^ ). Ist
F(ö, am_^)<^F(ay am^), so ist dieser Zähler = — ^ m....b,. Jeder folgende
eingeschaltete Bruch wird also dann kleiner als der vorhergehende, und
nähert sieb daher F(a, cm) mehr; ist dagegen F(a, ffm-i)>^(ff> am-*)9 so
ist der Zähler =Ä m *,* .Ä k , also jeder folgende eingeschaltete Bruch grö-
feer als der vorhergehende, und daher F(a, am) näher. Hieraus folgt,
dafs zwischen zwei solchen auf einander folgenden eingeschalteten Brüchen
keia Bruch, dessen Nenner gleich oder kleiner als
(am-— r-f-l)e, am
b , .... bm
ist, Hegen kann« Der Beweis ist wie 12.
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Eine andere Art von eingeschalteten Brüchen erhält man, wenn
man m = am. a, am^ + (bm — r) . a, am^ , n = am .a, , ffm^+ (l>m— r) a, , am^
eetzt, wo r eine positive Zahl <C^m bedeutet. Es seien wieder F(a, ffm~a),
F(a, öm_J, F(a, ffm) drei Näherungsbrüche, und F(a, <*m__2), F(a, am) grö-
fser, F(a, am_t) kleiner als der ganze Bruch, oder F(Ö, am) demselben
gleich, so ist
HL _*. *** q»»
n flx , am
_ · — r (a, flTyn^g^a! , om — at , qm^ft.o, gm)
. , , am
Nun ist F(a, <tm-^)*>F(a, ^w)> also der Zahler des Bruches negativ, d« h.
am)) ferner ist7t
«m—i
Der Zähler dieses Bruches ist positiv, weil F(a9 öm_2) gröfser wie F(Ö, ömÄl)
ist, daher — ^ >Ffa9am^\ Dieser Bruch — nähert sich dem wahrenn n
Werthe immer mehr, als F(a,am^), weil er zwischen F(a>am^) und
F(a9am\ (welches letztere dem wahren Werthe naher ist wieF(a, «m_f))f
liegt, kann sich aber demselben bald mehr bald weniger wie o, nm nahern.
WäreF(a, em) kleiner, F(a, am^} gröfser als der wahre Werth des Bruches,
•o würde aus den eben bewiesenen Formeln folgen, dafs -~"^>F(a9am)
und <F(e, ßm^) ist.
U.
Es eeien F(a9am) = a + b^· /a , F(a, «m) == « + ^- , f t t zwei
ai+
^etc. «+^
Kettenbrüche von der in §. 11. beschriebenen Art, deren Theilzahler alle
gleich, und deren Theilneiiner den darüber stehenden Theilzählern ent-
weder gleich, oder gröfser als dieselben sind, d.h. im Allgemeinen ^ >A? ,
#/>£/> »o können diese Brüche nicht gleich sein, wenn nicht a = a
= und überhaupt ai = a? ist. Denn es sei — , =: M, — , ~1
 aa-fetc, ^a^+etc. >
also M und 7V positive Grofsen, so sind die Brüche — r-t£/> ~~-r —
ff f"* l*·! Gt | * ~ · JlV
kleiner wiö l ; sollen also V (a, am), /;'(«, «,„) gleich sein, eo miils atioh
3*
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a = Ä sein, folglich außh ert + / = Ä± + Nun sind M und N beide
kleiner wie l, also = , Fährt man auf diese Weise fort, so findet
man, dafs überhaupt am = am sein mufs» Man bemerke, dafs es bei die-
sem Beweise nicht darauf ankommt, ob die Anzahl der Theilnenner be-
gränzt ist; der Satz gilt also auch für unendliche Kettenbrüche , sofern
alle Theilzähler und Theilnenner positive ganze Zahlen und die Theil-
brüche mit dem + Zeichen verbunden sind»
15.
Besonders wichtig sind die in §. H. bezeichneten Brüche, wenn
alle Theilzähler =1 sind. Man nennt sie dann g e w ö h n l i c h e oder ge-
meine Kettenbrache. Es sollen hier ihre besonderen Eigenschaften, so-
fern sie aus dem Frühern folgen, zusammengestellt werden.
a) Es ist
a, am = a . ek, am + 02> am (nach Formel .^),
a, am — am . a, am^ + a, am_* (nach Formel C.).
A) Die Brüche F(a,a)9 F(aya^) u. s. w. sind Näherungsbrüche
des ganzen Kettenbruchs
 5 und zwar ist ihm jeder in der Reihe folgende
Bäher als ein verbergender. Diese Näherungsbrüche sind abwechselnd
gröfser oder kleiner wie der ganze Bruch. Die Gränzen, innerhalb welcher
der Unterschied zwischen dem ganzen Bruche F(a, am) und einem Nähe-
rungsbruche F(a,af) eingeschlossen sind, werden hier
(nach §. l L).v
 * '. ax , . a^ a/
c) Jeder Nähernngsbruch ist dem wahren Werthe naher als jeder
andere Bruch mit kleinerem Nenner, und zwischen zwei Näherungsbrüchen
kann kein Bruch mit gleichem oder kleinerem Nenner, als der gröfsere
Nenner der beiden Brüche ist, fallen (nach §. 12.).
rf) Zieht man den ersten von zwei auf einander folgenden Nähe-
wmgsbrüehen vom zweiten ab, «o ist der Zähler des Bruches der ihren
Unterschied angiebt, = + 1, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je
nachdem die Anzahl der Theilzähler gerade oder ungerade ist. Jeder
Näheruagsbruch ^ so wie der ganze reducirte Bt'uch, ist daher auf seine
kleinste Benennung gebracht (uach §. 8.).
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i, Stern, Tfteorit der Kettenbrücke. 2l
e) Zwei gewöhnliche Kettenbriiehe können nicht gleich sein, wenn
sie »icht identisch sind (nach §. 14.)«
/) Wenn am > l ist, so lassen sich zwischen F(a, orm_t) und F(a, am),
noch am—l Bruche einschalten, die dem wahren Werthe näher als F(a, am^)
und weniger nahe als F(a, am) sind. Der Unterschied zweier auf einander
folgender eingeschalteter Bruche hat immer ± l zum Zähler, wo das obere
oder untere Zeichen genommen werden tnufs, je nachdem die beiden
Näherungsbrüche, zwischen welchen sie enthalten sind, beide weniger als
der wahre Werth betragen, oder nicht, vorausgesetzt, dafs man den klei-
neren Näherungsbruch vom gröfseren abzieht *). Zwischen zwei einge-
geschalteten Brüchen kann kein dritter Hegen, dessen Nenner kleiner
wäre als der des gröfsten, oder ihm gleich (nach §. 13.).
Die zweite Art von eingeschalteten Brüchen fällt hier natürlich weg*
g>) Es seien ~, ~^, —-' drei aufeinander folgende Näherwngsbrüehe,
od^r -i = —-^~9 das heifst, wenn man drei auf einander folgende Nähe*-
rungsbrüche hat, und den Zähler des ersten vom Zähler de» dritten, ehe«
so den Nenner des ersten vom Nenner des dritte» abzieht, so wird die
erste Differenz, durch die zweite divklirt, dem zweite» Näherungsbruche
gleich sein; aber man wird dadurch nicht immer diesen Bruch in der
kleinsten Benennung erhalten: denn ist am der letzte ki c„ enthaltene
Theilnenner, sä ist
also
sind dagegen y, p·., ^  drei auf einander folgende eingeschaltete Bruche^
so ist ab^ — a9b=i±l> a^H—0„6t = ±l, also («+ //) ** ==(^ + ^ //)0^
oder |T^//: — * welches Resultat sich leiaht in Worten ausdrücken läfot^
Auch hier erhält man nicht immer den Bruch in der kleinstem Benennung*
*) Di« eingeschaltete» Brüche siad also immer auf ihre k·feinste
gebracht.
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16.
Mehrere der früher erwähnten Sätze können unverändert auch auf
unendliche Kettenbruche ausgedehnt werden. Denkt man sich aemlich
einen solchen Kettenbruch in zwei Theile getheilt, wovon der erste die
Glieder bis zu einem gewissen Theilnenuer am^.l9 der andere die Glieder
von dem folgenden Theilnenner an und weiter enthalt, so kann man den
zweiten Theil als summirt betrachten, und diese Summe s=s am setzen.
Man hat alsdann auch in diesem Falle
.ah am^ (§. 6.),
und wenn man den summirten Theil am-H nennt;
, <*m+n .= nm , ow+n . ö, om_l -j- bm . am+L , a„ ±n . a,
(Die Fori»etaaag: folgt.)
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